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گسسته ریاضیات
۱۴۰۰-۱۳۹۹ دوم نیم سال

ریاضͬ علوم دانشͺده عقبایی خانم مدرس:

سوم سری تحویلͬ: تمرین پاسخنامه

پرسش۱

داشته ۳k + ۲ شͺل به اول عامل ͬ تواند نم a۲ ± a + ۱ شͺل به صحیح عدد هر دهید نشان فرما قضیه از استفاده با آ)
باشد.

و بوده دلخواه نامنفͬ صحیح عدد ͷی x۰ که ͬ شود م تعریف صورت این به صحیح اعداد از xn دنباله ی کنید فرض ب)
که دارد وجود p اول عدد نهایت بی کنید ثابت ͬ شود. م تعریف xn+۱ = ۱ +

∏
۰≤i≤n

xi صورت به دنباله اعضای باقͬ

ͬ کند. نم عاد را دنباله این جملات از هیچͺدام
حل. راه

ͬ کنیم: م بررسͬ را زیر حالت دو باشد. داشته p = ۳k + ۲ فرم به اولͬ عامل a۲ ± a+ ۱ ͬ کنیم م فرض خلف برهان با آ)

a۲ ± a+ ۱ = a۲ + a+ ۱ ( i
،p | a۲+a+۱ | (a۲+a+۱)(a−۱) = a۳−۱ | (a۳−۱)(a۳n−۱

+a۳
n−۲

+· · ·+a۳+۱) = a۳n−۱ داریم
خواهیم صورت این غیر در چون p ∤ a ͬ دانیم م طرفͬ، از .p | a۳n − ۱ داشت خواهیم طبیعͬ n هر ازای به پس
داریم فرما ͷکوچ قضیۀ طبق و gcd (a, p) = ۱ پس است. تناقض در p بودن اول فرض با که p | ۱ داشت
دو این کردن کم با .p | a۳k − ۱ داشت خواهیم اول رابطه در n = k دادن قرار با .p | ap−۱ − ۱ = a۳k+۱ − ۱

داریم: رابطه
p | (a۳k+۱ − ۱)− (a۳k − ۱) = a۳k+۱ − a۳k = a۳k(a− ۱)

داریم پس .gcd(a۳k, p) = ۱ ͬ دانیم م gcd (a, p) = ۱ طبق همچنین

p | a− ۱ ⇒ a ≡ ۱(mod p) ⇒ a۲ ≡ ۱(mod p) ⇒ a۲ + a+ ۱ ≡ ۳(mod p)

داریم: پس است. بخش پذیر p بر a۲ + a+ ۱ که ͬ دانستیم م اما

۰ ≡ a۲ + a+ ۱ ≡ ۳(mod p) ⇒ ۰ ≡ ۳(mod p) ⇒ p = ۳

است. تناقض وضوح به که

a۲ ± a+ ۱ = a۲ − a+ ۱ ( ii
است. درست حͺم قبل قسمت طبق پس .a۲ − a+ ۱ = (a− ۱)۲ + (a− ۱) + ۱ = b۲ + b+ ۱ داریم

ͬ رسد. م پایان به اثبات و ندارد ۳k + ۲ فرم به اولͬ عامل عبارت این حالت، دو هر در پس

۱
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تعداد ͬ کنیم م ادعا بͽیرید. نظر در را P = {p ∈ P : p ≡ ۲ (mod ۳), p > x۰ + ۱} مجموعۀ اول اعداد ب)
همه ی p۱, p۲, . . . , pm > ۲ و باشد متناهͬ مجموعه این اعضای تعداد کنید فرض است. نامتناهͬ مجموعه این اعضای

ͬ دهیم م قرار باشند. ۳k + ۲ فرم به اول اعداد

A = ۳
m∑
i=۱

pi + ۲

داشت خواهیم صورت آن در زیرا باشند. ۳k + ۱ فرم به ͬ توانند نم A اول عوامل تمام طرفͬ از .۳ ∤ A وضوح به

A ≡ (۳k۱ + ۱) · · · (۳kℓ + ۱) ≡ ۱ (mod ۳)

از ͷی هیچ که آنجا از و داشته ۳k+ ۲ فرم به اولͬ شمارنده ˄ A پس است. تناقض در A برای ما اولیۀ فرض با وضوح به که
ندارد. قرار اعداد این بین در که بوده جدیدی اول عامل مذکور، شمارندۀ ͬ شمارند، نم را A عبارت p۱, p۲, . . . , pm اعداد

است. نامتناهͬ P مجموعۀ اعضای تعداد پس

،i ≥ ۲ هر برای همچنین .p ∤ x۰, x۱ داریم ،x۰, x۱ از آن بودن بزرگ تر به توجه با p ∈ P برای وضوح به حال،
بنویسیم: ͬ توانیم م xi عدد برای

xi =
∏

۰≤j≤i−۱

xj + ۱ = xi−۱
∏

۰≤j≤i−۲

xj + ۱ = xi−۱(xi−۱ − ۱) + ۱ = a۲ − a+ ۱

مجموعۀ از دقیق تر، به طور و ۳k+ ۲ فرم به اولͬ شمارنده الف، بخش طبق و بوده a۲− a+ ۱ فرم به عددی xi هر بنابراین
ͬ رسد. م پایان به حل و ͬ کنند م صدق مسئله شرط در نامتناهͬ مجموعۀ این اعداد تمام پس ندارد. P

۲



پرسش۲

عدد کنید ثابت نیست. پذیر بخش p به آن نسبت قدر که باشد حسابی تصاعدی a۱, a۲, . . . , ap و اول عددی p کنید فرض
که دارد وجود i

ai + a۱a۲ . . . ap ≡ ۰ (mod p۲)

حل. راه

قدر و a۱ دنباله اول جملۀ کنید فرض نیستند. هم نهشت p پیمانۀ به متناهͬ دنباله ی این جمله ی دو هیچ ͬ کنیم م ثابت ابتدا
داریم: دلخواه i, j برای باشند. d آن نسبت

ai ̸≡ aj (mod p)

a۱ + (i− ۱)d ̸≡ a۱ + (j − ۱)d (mod p)

(i− ۱)d ̸≡ (j − ۱)d (mod p)

p ∈ P, p ∤ d ⇒ gcd (d, p) = ۱ =⇒ (i− ۱) ̸≡ (j − ۱) (mod p)

این از ͷی هر بنابراین ͬ باشد. م درست هستند، اول آن به نسبت و p مساوی کوچͷ تر i, j که آن دلیل به آخر عبارت که
دنباله از عضوی k ∈ {۱, ۲, . . . , p} هر ازای به نتیجه، در و دارد دیͽران از متفاوت ͬ مانده ای باق p بر تقسیم در جملات

که ͬ شود م پیدا aℓ مانند
aℓ ≡ k (mod p)

داشت: خواهیم نتیجه در .ai ≡ ۰ (mod p) که دارد وجود i اندیس نهایی، نتیجۀ طبق

a۱ · · · ap
ai

≡ a۱ · · · ai−۱ai+۱ · · · ap ≡ ۱× ۲× · · · × p− ۱ ≡ (p− ۱)! ≡ −۱ (mod p)

داشت: خواهیم بنابراین ͬ شود. م نتیجه ویلسون قضیۀ توسط نهایی هم نهشتͬ آن، در که

ai + a۱ · · · ap ≡ ai(۱+ a۱ · · · ai−۱ai+۱ · · · ap) (mod p۲) (∗)

داریم: آن در که
۱+ a۱ · · · ai−۱ai+۱ · · · ap ≡ ۱+ (−۱) ≡ ۰ (mod p)

بخش پذیر p بر ،(∗) آخر عبارت در هم در شده ضرب عبارت دو از ͷی هر پس .ai ≡ ۰ (mod p) کردیم فرض طرفͬ، از
ͬ باشد. م بخش پذیر p۲ بر عبارت کل نتیجه، در و بوده

۳



پرسش۳

پذیر بخش k بر ͷی هر های علیه مقسوم تعداد که دارند وجود متوالͬ طبیعͬ عدد n کنید ثابت n, k طبیعͬ عدد دو هر برای
باشند.

حل. راه

بͽیرید: نظر در p۱, p۲, . . . , pn اول اعداد برای را زیر هم نهشتͬ معادلات دستگاه

x ≡ pk−۱
۱ − ۱ (mod pk۱)

x ≡ pk−۱
۲ − ۲ (mod pk۲)

x ≡ pk−۱
۳ − ۳ (mod pk۳)

...

x ≡ pk−۱
n − n (mod pkn)

داشت خواهیم i, j هر برای و بوده اول هم به نسبت آن ها از دلخواه تای دو هر اند، اول اعدادی ها pi که آنجا از
طبیعͬ جواب ،x برای هم نهشتͬ دستگاه این و کرده صدق چینͬ ͬ مانده باق قضیۀ شرط در ها pki پس .gcd (pki , pkj ) = ۱

داشت: خواهیم پس دارد.

x+ ۱ = pk۱x۱ + pk−۱
۱ = pk−۱

۱ (p۱x۱ + ۱) = pk−۱
۱ x′

۱

x+ ۲ = pk۲x۲ + pk−۱
۲ = pk−۱

۲ (p۲x۲ + ۱) = pk−۱
۲ x′

۲

x+ ۳ = pk۳x۳ + pk−۱
۳ = pk−۱

۳ (p۳x۳ + ۱) = pk−۱
۳ x′

۳

...

x+ n = pknxn + pk−۱
n = pk−۱

n (pnxn + ۱) = pk−۱
n x′

n

شمارنده های تعداد که اند متوالͬ طبیعͬ عدد n اعداد، این بنابراین، .pi ∤ x′
i دلخواه، i برای اعداد، این در وضوح به که

ͬ رسد. م اتمام به مسئله حل و ͬ باشد م بخش پذیر k بر ͷی هر

ͬ نژاد قاسم سینا از تشͺر با

۴


