
ششم سری تمرین

اول سوال
که کنید فرض دارد. وجود T ویژە های بردار شامل V از e1, e2, . . . , en مانند متعامدی پایه که داریم spectral theorem طبق

باشند. متناظر ویژه مقادیر λ1, λ2, . . . , λn

داریم: که می دانیم ||Tv − λv|| < ϵ نیز و ||v|| = 1 که بە گونە ای است v ∈ V که کنید فرض
v = ⟨v, e1⟩e1 + · · ·+ ⟨v, en⟩en

بنابراین و
Tv = λ1⟨v, e1⟩e1 + · · ·+ λn⟨v, en⟩en

داریم: پس است.
ϵ2 > ||Tv − λv||2 = ||(λ1 − λ)⟨v, e1⟩e1 + · · ·+ (λn − λ)⟨v, en⟩||2

= |λ1−λ|2|⟨v, e1⟩|2+ · · ·+ |λn−λ|2|⟨v, en⟩|2 ≥ (min{|λ1−λ|2, . . . ,+|λn−λ|2})(|⟨v, e1⟩|2+ · · ·+ |⟨v, en⟩|2)

= (min{|λ1 − λ|2, . . . ,+|λn − λ|2})

می شود. ثابت حکم و است برقرار j مقادیر از برخی برای ϵ > |λj − λ| که می شود نتیجه بنابراین و

دوم سوال
Sv = λv که کنید فرض است. ±1 با برابر آن با متناظر ویژه مقدار آن گاه باشد، ویژه بردار یک v ∈ V اگر که می دهیم نشان ابتدا در

بنابراین: است.
⟨v, v⟩ = (Sv, Sv) = (λv, λv) = λ2⟨v, v⟩

مقدار یک S دهید نشان است کافی بنابراین است. λ2 = 1 یژهی وِ مقدار با S2 از ویژە ای بردار v بنابراین است. λ = ±1 بنابراین
S که کنید فرض پایا.پس دوبعدی فضای زیر یک یا دارد ویژه بردار یک یا البعد متناهی حقیقی برداری فضای یک که داریم دارد. ویژه
نیز و R3 = U ⊕ U⊥ و است S تحت پایا فضای یک U⊥ مکمل متعامد پایه چون دارد. U ⊂ R3 مانند بعدی دو پایا فضای زیر یک
است. w ∈ U⊥ که کنید فرض حال است. پایا U⊥ پس است. S از ویژه بردار یک U⊥ در بردار هر بنابراین است؛ dim(U⊥) = 1
از این که است ⟨Sw, u⟩ = 0 که داریم u ∈ U هر برای که می دهیم نشان کار این برای است. Sw ∈ U⊥ که دهیم نشان می خواهیم

می شود. نتیجه ⟨Sw, u⟩ = ⟨w, S∗u⟩

سوم سوال
طوری که: باشد T1, T2 ∈ L(F 4) کنید فرض باشد. F 4 برای متعامد یکا پایە ی e1, e2, e3, e4 که کنید فرض

T1e1 = 2e1 , T1e2 = 2e2 , T1e3 = 5e3 , T1e4 = 7e4 , T2e1 = 2e1 , T2e2 = 5e2 , T2e3 = 5e3 , T2e4 = 7e4
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V روی ایزومتری یک S کنید فرض خلف برهان با هستند. متناظر های ویژه مقدار ۷ و ۵ و ۲ و هستند القاگر خود دو هر T1, T2 پس
پس: می کند. تصویر e2 به را آن S که باشد v ∈ V که کنید فرض باشد. T1 = S∗T2S بە طوری که است

T1v = S∗T2Sv = S∗T2e2 = 5S∗e2 = 5v

توجه می کند. تصویر e3 به را آن S که باشد برداری w ∈ V که کنید فرض همین طور است. v ∈ E(T1, 5) = span(e3) بنابراین
بنابراین: هستند. خطی مستقل e2, e3 که زیرا مستقل خطی اند؛ v, w که کنید

T1w = S∗T2Sw = S∗T2e3 = 5S∗e3 = 5w

بعدی یک فضای در (v, w)خطی مستقل بردار دو نمی توانیم که زیرا است؛ تناقض که است w ∈ E(T1, 5) = span(e3) بنابراین
ندارد. وجود ای S چنین بنابراین باشیم. داشته span(e3)

چهارم سوال
و e1, e2, . . . , en نیز و باشد T2 = S2

√
T ∗
2 T2 و T1 = S1

√
T ∗
1 T1 طوریکه باشد ایزومتریک S1, S2 ∈ L(V ) که کنید فرض

کنید تعریف باشد. s1, s2, . . . , sn های تکین مقدار با متناظر و ترتیب) (به T2 و T1 با متناظر V متعامد پایە های f1, f2, . . . , fn
بە طوری که S ∈ L(V )

Sej = fj

: داریم و است ایزومتر یک S طرفی از باشد. j = 1, 2, . . . , n هر √برای
T ∗
1 T1ej = sjej = S∗(sjfj) = S∗√T ∗

2 T2fj = S∗√T ∗
2 T2Sej

بنابراین است. √T ∗
1 T1 = S∗√T ∗

2 T2S بنابراین
T1 = S1

√
T ∗
1 T1 = S1S

∗√T ∗
2 T2S = S1S

∗S∗
2T2S

می شود. ثابت حکم پس . است شده حاصل T2 = S2

√
T ∗
2 T2 تساوی طرفین در S∗

2 کردن ضرب از آخر تساوی که است

پنجم سوال
الف)

: که داریم
||Tv||2 = |s1⟨v, e1⟩|2 + · · ·+ |sn⟨v, en⟩|2 = |s1|2|⟨e1⟩|2 + · · ·+ |sn|2|⟨v, en⟩|2

≤ |s|2|⟨v, e1⟩|2 + · · ·+ |⟨v, en⟩|2 = s2||v||2

عبارت طرفین از گرفتن جذر با است. شده حاصل است مثبت تکین مقدار یک s این که از آخر قسمت که است برقرار v ∈ V هر برای
می شود. انجام مشابه ||Tv|| ≥ ŝ||v|| اثبات است. v ∈ V هر برای ||Tv|| ≤ s||v|| که داریم فوق

ب)
داریم: بنابراین باشد. ||v|| = 1 که باشد λ ویژه مقدار با متناظر T از ویژه بردار یک v که کنید فرض

|λ| = |λ| ||v|| = ||Tv|| ≤ s||v|| = s

است. ŝ ≤ |λ| که می شود ثابت مشابه بە طور
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ج)
داریم: است. v ∈ V که کنید فرض

||(S + T )v|| ≤ ||Sv||+ ||Tv|| ≤ s||v||+ t||v||

نوشت، √(S + T )∗(S + T ) با متناظر ویژه بردار یک بە صورت زا v می توانیم است، S + T برای تکین مقدار یک r که آن جایی از
بنابراین:

||(S + T )v||2 = ⟨v, (S + T )∗(S + T )v⟩ = ⟨v, r2v⟩ = r2||v||2

داریم: پس است.
r||v|| = ||(S + T )v|| ≤ s||v||+ t||v||

شد. ثایت حکم و است r ≤ s+ t که می شود نتیجه بنابراین است.
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